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ЛЕКЦИЯ 6 

Глава 6. МНОГОГРАННИКИ 

6.1. Общие сведения о многогранниках 

 

 Одним из видов пространственных форм являются многогранники – замкнутые пространственные 

фигуры, ограниченные плоскими многоугольниками. Эти многоугольники образуют грани; общие сторо-

ны многоугольников называются ребрами; вершины многогранных углов, образованных его гранями, схо-

дящихся в одной точке – вершинами многогранника. 

 Если вершины и ребра многогранника находятся по одну сторону от плоскости любой его грани, 

то многогранник называют выпуклым. 

 Наибольший практический интерес представляют собой призмы, пирамиды и правильные много-

гранники (тела Платона). 

 Призма – многогранник, две грани которого представляют равные многоугольники с взаимно па-

раллельными сторонами (основаниями). Ребра, не принадлежащие основаниям и параллельные друг дру-

гу, называют боковыми. Призму, ребра которой перпендикулярны к основаниям, называют прямой. Пря-

мая призма называется правильной, если ее основаниями являются правильные многоугольники. 

 Пирамида – многогранник, одна грань которого – плоский n-угольник (основание), а остальные 

грани – треугольники с общей вершиной. Если основанием пирамиды является правильный  многоуголь-

ник и высота ее проходит через  центр этого многоугольника, пирамиду называют правильной. 

 Многогранник называют правильным, если его грани представляют собой правильные и равные 

многоугольники. Гранями правильных многогранников могут быть только правильные треугольники, че-

тырехугольники (квадраты) и пятиугольники. 

 Существует пять видов правильных многогранников (рис. 6.1): 

 
                             а                                                      б                                                      в       

 
                                                               г                                                        д  

Рис. 6.1 

1) правильный четырехгранник (тетраэдр) ограничен четырьмя равными правильными тре-

угольниками. Представляет собой правильную пирамиду, основанием которой может быть 

выбрана любая из 4-х граней (рис. 6.1, а); 

2) правильный шестигранник (гексаэдр) ограничен 6-ю равными квадратами – это куб. Пред-

ставляет собой частный случай правильной призмы (рис. 6.1, б);   

3) правильный восьмигранник (октаэдр) ограничен 8-ю равносторонними и равными треуголь-

никами (рис. 6.1, в); 

4) правильный двенадцатигранник (додекаэдр) ограничен 12-ю правильными и равными пяти-

угольниками (рис. 6.1, г); 
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5)  правильный двадцатигранник (икосаэдр) ограничен 20-ю равносторонними и равными тре-

угольниками (рис. 6.1, д). 

 У всякого выпуклого многогранника  число граней (Г) плюс число вершин (В) минус число ребер 

(Р) равно двум, т. е. Г + В – Р = 2. 

6.2. Точка и прямая линия  на поверхности многогранника 

 

 

A1 1 1 1

A1

1

1

 
 

Рис. 6.2 

 Грани многогранника представляют собой 

плоскости. Поэтому построение точек и прямых  на 

поверхности многогранника сводится к построе-

нию точек и прямых линий на плоскости. 

 Точки на гранях призмы и пирамиды стро-

ятся при помощи вспомогательных прямых, при-

надлежащих соответствующим плоскостям граней. 

 Чтобы определить по данной проекции 1  

точки 1, лежащей на грани АА1ВВ1 наклонной 

призмы, горизонтальную проекцию 1 (рис. 6.2), 

проводим через точку 1 фронтальную проекцию 

вспомогательной прямой DD1, параллельную реб-

рам призмы. Определив горизонтальную проекцию 

DD1 вспомогательной прямой, по линии связи 

найдем горизонтальную проекцию 1. 

 Фронтальная проекция 2 точки 2, лежа-

щей на грани BB1CC1, построена с помощью вспо-

могательной прямой EF, проведенной через проек-

цию 2. Недостающую проекцию точки 3, располо-

женную на ребре  AA1, определим с помощью ли-

нии связи. 

 Нахождение недостающих проекций точек, находящихся на боковой поверхности прямой призмы 

(рис. 6.3), упрощается, так как боковые грани призмы являются горизонтально-проецирующими плоско-

стями. Так, горизонтальная проекция 1 точки 1, расположенной на грани АА1ВВ1, находится на отрезке 

АВ (А1В1). Профильную проекцию точки 1 определим с помощью линий связи. 

 Горизонтальная проекция 2 точки 2, расположенной  на боковом ребре BB1, совпадает с горизон-

тальной проекцией этого ребра. Профильную проекцию точки 2 построим при помощи горизонтальной 

линии связи. 

 На рис. 6.4 показано построение недостающих проекций точек, находящейся на боковой поверх-

ности пирамиды SABC. Фронтальная проекция 1 точки 1, расположенная на грани SBC, представляющей 

собой профильно-проецирующую плоскость, построена с помощью линий связи. 
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Рис. 6.3 

 

 Чтобы определить по заданной проекции 2 точки 2, лежащей на грани SAB, проекцию 2 (рис. 6.4), 

используем горизонталь h. Фронтальная проекция горизонтали  h проведена через проекцию 2 до пересе-

чения с проекцией BS ребра BS в точке D. Горизонтальная проекция h горизонтали h проходит через точ-

ку D параллельно проекции АВ стороны АВ. 

 

À À

À
 

Рис. 6.4 

Чтобы определить по заданной проекции 3 точки 3, расположенной на грани SAC, проекцию 3, 

используем прямую SE. Фронтальная проекция S E проведена через проекцию 3. Построив горизон-

тальную проекцию S E , по линии связи найдем 3. Фронтальная проекция 4 точки 4, расположенной на 
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ребре SA, построена с помощью линий связи сначала на профильной проекции ребра S A, а затем на 

фронтальной S A. 

  

6.3. Пересечение многогранников плоскостью. Развертка поверхности многогранника 

6.3.1. Общие сведения 

 При пересечении многогранника плоскостью в сечении получается многоугольник, вершинами 

которого являются точки пересечения ребер многогранника плоскостью, а сторонами – отрезки прямых, 

по которым грани многогранника пересекаются этой плоскостью.  

 Определение вершин многоугольника сводится к построению точек пересечения прямых (ребер 

многогранника) с плоскостью – способ ребер.  

 При определении сторон многоугольника решаются задачи на пересечение двух плоскостей – спо-

соб граней. 

 Разверткой называется фигура, полученная при совмещении поверхности геометрического тела с 

плоскостью (без наложения элементов поверхности друг на друга). 

 Развертки необходимы при изготовлении изделий из листового материала. 

 

6.3.2. Пересечение многогранника проецирующей плоскостью 

 На рис. 6.5, а показано построение проекций линии пересечения прямой четырехугольной призмы 

фронтально-проецирующей плоскостью  (''). 
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Рис. 6.5 

  Пересечение следа – проекции  с фронтальными проекциями боковых ребер призмы 

дает проекции 1, 2, 3, 4 вершин многоугольника сечения. Горизонтальные проекции этих вершин сов-

падают с «вырожденными» проекциями соответствующих ребер, так как призма прямая. Профильные 

проекции 1, 2, 3, 4 вершин определим при помощи горизонтальных линий связи на соответствую-

щих проекциях ребер призмы. 

 Натуральная величина многоугольника сечения найдена способом плоскопараллельного переме-

щения. Переместим фронтальную проекцию сечения в горизонтальное положение. Проекция '''' 4321  – 

натуральная величина многоугольника сечения. 

 Развертка боковой поверхности призмы состоит из четырех прямоугольников, у которых одна 

сторона равна высоте призмы, а другие стороны равны сторонам основания призмы. Достроив к сторонам 

прямоугольника верхнее и нижнее основание призмы, получим полную развертку ее поверхности (рис. 

6.5, б). 

 Для построения развертки боковой поверхности усеченной призмы наносим на развертку точки 

10, 20, 30, 40, расположенные на соответствующих ребрах. Чтобы получить полную развертку усеченной 

части призмы, к одному из участков линии пересечения (3040) пристраиваем  натуральную величину сече-

ния.  

 Развертку усеченной части призмы обводим сплошной толстой основной линией, линии сгиба – 

на развертке – штрихпунктирной с двумя точками линией. 

 На рис. 6.6, а приведено построение проекций  линии пересечения четырехугольной пирамиды 

SABC фронтально-проецирующей плоскостью  (''). 

 Фронтальные проекции 1234 вершин многоугольника сечения находятся в пересечении следа-

проекции  плоскости  с фронтальными проекциями боковых ребер пирамиды. Проекции 2 и 3 точек 

2 и 3, лежащих на ребрах SB и SC, совпадают, так как грань SBC является фронтально-проецирующей 

плоскостью. Горизонтальные и профильные проекции точек 1, 2, 3, 4 определяются по линиям связи на 

соответствующих ребрах пирамиды. 
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Рис. 6.6 

 

 Натуральная величина многоугольника сечения найдена способом перемены плоскостей проек-

ций. Это четырехугольник 1
IV

 2
IV

 3
IV

 4
IV

. 

 Развертка боковой поверхности пирамиды состоит из четырех треугольников – боковых граней 

пирамиды. 

 Одна из сторон треугольников определяется величиной, соответствующей горизонтальной проек-

ции ребра основания пирамиды, поскольку основание пирамиды занимает горизонтальное положение. 

 Из боковых ребер пирамиды ребро АS параллельно фронтальной плоскости и проекция АS - его 

истинная величина. Для определения  натуральной величины других боковых ребер используем способ 

вращения вокруг оси, проходящей через вершину S перпендикулярно плоскости 1. 

Поворачиваем  ребра SB, CS, SD до положения, параллельного плоскости 2 .Длины проекций S'' ''B , 

C'' ''S , S'' ''D  являются натуральными длинами соответствующих ребер. 
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 На рис. 6.6, б представлено построение полной развертки усеченной части пирамиды. Вначале на 

плоскости чертежа строим треугольники – боковые грани пирамиды – по трем сторонам, последовательно 

пристраивая треугольники друг к другу боковыми ребрами.  Пристроив к стороне А0В0  одного из 

треугольников четырехугольное основание пирамиды, получим полную развертку ее поверхности. 

 Чтобы выделить на развертке усеченную часть пирамиды, находим положение вершины 10 фигу-

ры сечения на ребре А0S0. Зная натуральную величину многоугольника сечения 1
IV

 2
IV

 3
IV

 4
IV

, последова-

тельно засекаем на ребрах развертки точки 20, 30 и 40, используя величину сторон многоугольника сечения. 

Полученные на развертке точки соединяем отрезками прямых. Пристраиваем затем натуральную величи-

ну сечения 1
IV

 2
IV

 3
IV

 4
IV

  к одному из участков линии пересечения (1020). Полученную полную развертку 

поверхности усеченной пирамиды обводим сплошной толстой основной линией, а линии сгиба – 

штрихпунктирной с двумя точками линией. 

6.3.3. Пересечение многогранника плоскостью общего положения 

 При решении задач на построение проекций фигуры сечения многогранника плоскостью общего 

положения применяются  вспомогательные плоскости, которые проводят через грани или ребра много-

гранника. В качестве вспомогательных плоскостей используют плоскости частного положения.  

 На рис. 6.7 приведено построение проекций линии пересечения прямой треугольной призмы 

плоскостью общего положения. Плоскость задана двумя пересекающимися прямыми DE и EF (DE ll 1 , 

EF ll 2). 

1 2

3





3

2

 
Рис. 6.7 

 Так как боковые грани призмы являются горизонтально-проецирующими плоскостями, то гори-

зонтальная проекция 123 линии пересечения совпадает с горизонтальными проекциями самих граней. 

 Фронтальную проекцию 1 точки пересечения ребра А с заданной плоскостью определим при по-

мощи фронтальной плоскости  (), проходящей через это ребро. 

 Плоскость  пересекает заданную плоскость по фронтали f, параллельной прямой EF. Фронталь f 

проходит через точку М прямой ED. В пересечении проекции f с фронтальной проекцией ребра находится 

проекция 1. Для построения фронтальной проекции 23 линии пересечения грани ВС призмы с заданной 

плоскостью, заключаем грань во вспомогательную горизонтально-проецирующую плоскость  (). Плос-

кость   пересекает заданную по прямой NL (N L, N  L), на фронтальной проекции которой находится 

23. 
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 123 - фронтальная проекция искомой фигуры сечения. Фронтальная проекция 13 отрезка 1-2 

расположена на невидимой грани и показана штриховой линией. 

 Для построения фигуры сечения многогранника плоскостью общего положения можно использо-

вать один из способов преобразования чертежа, позволяющей преобразовать плоскость общего положения 

в проецирующую. 

 На рис. 6.8 дано построение проекций линий пересечения пирамиды SABC плоскостью общего 

положения, заданной двумя  пересекающимися прямыми – горизонталью ED и фронталью EF. 

x

x

 

Рис. 6.8 

Построение выполнено при помощи способа перемены плоскостей проекций. Дополнительная 

плоскость проекций 4 , перпендикулярная плоскости 1 , выбрана перпендикулярно горизонтали DE. При 

этом новая ось проекций x1 будет расположена перпендикулярно к проекции DE . 

На плоскости 4 получим проекцию пирамиды S
IV

 A
IV

 B
IV

 C
IV

, а секущая плоскость спроецируется 

в виде прямой, т.е. станет перпендикулярной 4. 

На следе-проекции секущей плоскости  будет находиться проекция линии пересечения 1
IV

2
IV

 3
IV

 . 

Точка 1 расположена на ребре SA, точка 2 – на SB, точка 3 – на SC. 

Путем обратного проецирования на плоскость 1 и плоскость 2 построим горизонтальную 123 и 

фронтальную 123  проекции линии пересечения. 

Фронтальная проекция 12 отрезка  1-2 расположена на невидимой грани пирамиды. 

6.4. Примеры решения задач  

Задача1. Правильная треугольная призма усечена двумя плоскостями: горизонтально-

проецирующей  (') и фронтально-проецирующей  () (рис. 6.9). Построить профильную проекцию 

усеченной призмы. 

Решение. Плоскость  пересекает верхнее основание призмы по прямой 4-5, а боковую поверх-

ность по горизонтально-проецирующим прямым 1-5 и 3-4. Прямая 1-5  совпадает с ребром  А призмы. 
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Плоскость  пересекает ребро А призмы в точке 1, а ребро С – в точке 2. 

 Плоскости  и  пересекаются по линии 1-3. 

 





 
Рис. 6.9 

 Профильные проекции указанных выше точек определяются при помощи линий связи.  Соеди-

нив построенные точки получим профильную проекцию линии пересечения. 

Задача 2. Правильная треугольная пирамида усечена двумя плоскостями: фронтально-

проецирующей  ( ) и профильной  () (рис. 6.10). Построить недостающие проекции усеченной пи-

рамиды. 

 Решение.  Плоскость  пересекает  грань SAC по отрезку 1-2, грань SBC по отрезку 2-3, грань SAB 

по отрезку 1-4. 

 Плоскость  пересекает грань SBC по отрезку 3-5, а грань SAB по отрезку 4-5. При построении 

проекций точек, принадлежащих линии пересечения, следует учитывать, что профильные проекции SA 

и SB совпадают, так как грань SAB пирамиды является профильно-проецирующей плоскостью. 

 Недостающие проекции точки 1, расположенной на ребре SA и точки 5, расположенной на ребре 

SB, построены при помощи линий связи. 

Проекции точки 2, расположенной на ребре SС, определены при помощи линий связи сначала на про-

фильной проекции ребра, а затем на горизонтальной. 

 Для построения горизонтальных проекций точек 3 и 4, через их фронтальную проекцию проведе-

ны вспомогательные прямые SD и SE, принадлежащие соответственно граням SBC и SAB. 
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Рис. 6.10 

 Построив горизонтальные проекции S D  и S E  этих прямых,  по линии связи определим гори-

зонтальные проекции точек 3 и 4, а затем и их профильные проекции.  

 Плоскости  и  пересекаются по фронтально-проецирующей прямой 3-4. Соединив построенные 

проекции точек, получим проекции линии пересечения. 

 

6.5. Вопросы для контроля 

1. Какая фигура называется многогранником? 

2. Дайте определение призмы, пирамиды, правильного многогранника. 

3. Как определить недостающую проекцию точки на поверхности многогранника? 

4. Что представляет собой сечение многогранника плоскостью? 

5. В чем различие способа ребер и способа граней? 

6. Как используется способ перемены плоскостей проекций при построении сечения многогран-

ника плоскостью? 
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Глава 7. ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ О КРИВЫХ ЛИНИЯХ И КРИВЫХ 

ПОВЕРХНОСТЯХ 

7.1. Кривые линии и их проекции 

Линию можно рассматривать как множество последовательных положений дви-

жущейся точки – траекторию точки. 

Кривая – разновидность линии, которая получается, когда движущая точка изме-

няет направление своего движения. Кривая линия может являться результатом пересе-

чения кривой поверхности  плоскостью или кривых поверхностей между собой. 

В начертательной геометрии кривые линии изучаются по их проекциям. Если все 

точки кривой лежат в одной плоскости, кривую называют плоской, в противном случае – 

пространственной.  

 

 

 

Рис. 7.1 

Чтобы установить по чертежу, какая 

задана кривая (плоская или пространствен-

ная), необходимо определить, принадлежат 

ли все точки кривой одной плоскости.  

Заданная на рис. 7.1 кривая линия m 

(m', m'') –  пространственная, так как точки 

A, B, C, D не принадлежат одной плоскости 

(прямые AC и  BD, которые соединяют 

точки A и C, B и D, лежащие на кривой m, 

являются скрещивающимися). Кривые ли-

нии разделяют на алгебраические  (опреде-

ляемые в декартовых координатах алгеб-

раическими уравнениями) и трансцендент-

ные (определяемые неалгебраическими 

уравнениями). 

Порядком алгебраической кривой называют наибольшую степень ее уравнения. 

Геометрический порядок плоской кривой определяется наибольшим числом то-

чек пересечения ее с прямой линией, а пространственной кривой – наибольшим числом 

точек пересечения ее с плоскостью. При проецировании порядок алгебраической кривой 

в общем случае сохраняется. 

Все плоские кривые разделяются на циркульные, состоящие из сопряженных дуг 

окружностей (их проводят при помощи циркуля), и лекальные, вычерчивающиеся с по-

мощью лекала по предварительно построенным точкам. 

7.2. Некоторые кривые, часто встречающиеся в практике 

Рассмотрим построение некоторых плоских алгебраических кривых (эллипса, ги-

перболы, параболы), трансцендентных (спираль Архимеда, эвольвенту окружности, си-

нусоиду), а также пространственных винтовых линий. 

Эллипс (рис.7.2) – плоская замкнутая кривая, у которой сумма расстояний от лю-

бой ее точки (например, от точки М) до двух заданных точек F1 и F2 (фокусов эллипса) 

есть величина постоянная, равная большой оси эллипса АВ (F1M + F2M = АВ). Отрезок 

CD – малая ось эллипса, точка О – центр эллипса. Точки F1 и F2 расположены на боль-

шой оси АВ симметрично относительно точки О и удалены от концов малой оси (точек 

С и D) на расстояние, равное половине большой оси эллипса. 

Существует ряд способов построения эллипса. Наиболее просто построить эл-

липс по двум его осям при помощи вспомогательных окружностей (рис. 7.3). 

Из центра проводят две окружности радиусами, равными половине большой и 

малой осей. Большую окружность делят на 12 равных частей и точки деления соединяют 

с точкой О. 
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                                       Рис. 7.2                                                                              Рис. 7.3    

Через точки деления меньшей окружности проводят прямые, параллельные 

большой оси эллипса, а через точки деления большей окружности – прямые, параллель-

ные малой оси. Точки пересечения (например, точка М) соединяют плавной кривой. 

Окружность – частный вид эллипса, у которого полуоси равны между собой и яв-

ляются радиусом окружности. 

Гипербола (рис. 7.4) – кривая, у которой разности расстояний от любой ее точки 

(например, от точки М) до двух заданных точек F1 и F2 (фокусов) есть величина посто-

янная, равная АВ. Гипербола имеет две ветви, действительную ось x и мнимую ось y, 

центр О, вершины А и В. 

На рис. 7.4 показано построение точки М гиперболы по действительной оси АВ и 

фокусам F1 и F2. Из фокусов, как из центров, проводим дуги окружностей соответствен-

но радиусом R и R + АВ. Точка их пересечения является точкой гиперболы. Изменяя ра-

диус R и повторяя построения, получаем новые точки гиперболы. 

Парабола (рис. 7.5) – кривая, каждая точки которой (например, точка М) равно-

удалена от заданной точки F  (фокуса) и прямой  d (директриссы), (FM = NM). Расстоя-

ние FО от фокуса F до директриссы d – параметр параболы (Р), x – ось параболы, точка 

А – вершина параболы. 

x

y

x

 
Рис. 7.4                                                                           Рис. 7.5 

На рис. 7.5 показано построение точки М параболы по заданным фокусу (F) и ди-

ректриссе (d). Из фокуса F делаем засечку дугой радиуса R на прямой, удаленной от ди-

ректриссы d на расстояние R, причем R > Р/2. Изменяя величину R и повторяя построе-

ния, получаем новые точки параболы. 
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Рис. 7.6 

 

 

 

 

 

Рис. 7.7 

Спираль Архимеда (рис. 7.6) – кри-

вая, которую описывает точка, равномерно 

вращающаяся вокруг неподвижной точки 

(полюса О) и одновременно равномерно 

удаляющаяся от него. Расстояние ОА, 

пройденное точкой от полюса О при пово-

роте на 360

 – шаг спирали. 

Точки, принадлежащие спирали 

Архимеда, строят исходя из определения 

кривой, задаваясь шагом ОА и направлени-

ем вращения. 

Эвольвента окружности (рис. 7.7) – 

кривая, образующаяся точками касатель-

ной прямой, катящейся без скольжения по 

неподвижной окружности. 

На рис. 7.7. показано построение 

эвольвенты окружности диаметра D в ука-

занном направлении и начальном положе-

нии точки А (точка А0). 

Через точку А0  проводим касатель-

ную к окружности и на ней откладываем 

длину заданной окружности D. Получен-

ный отрезок и окружность делят на одина-

ковое число частей (12) и через точки де-

ления окружности проводят в одном 

направлении касательные к ней. На каждой 

касательной откладывают отрезки 1А1, 2А2, 

3А3 и т. д., равные соответственно А01, А02, 

А03 и т. д. Полученные точки соединяем 

плавной кривой. 

Синусоида (рис. 7.8) – кривая, ха-

рактеризующая изменение синуса угла в 

зависимости от величины центрального 

угла. 

Расстояние между крайними точка-

ми синусоиды по высоте, равное диаметру 

производящей окружности, называется ам-

плитудой. Расстояние Т =2 R – шаг сину-

соиды. Построение точек синусоиды (А, А1, 

А2, …, А12) показано на рис. 7.8. 
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Рис. 7.8 

Цилиндрическая винтовая линия (гелиса) – пространственная кривая, которая об-

разуется на поверхности цилиндра вращения в результате двойного равномерного дви-

жения точки – вращения вокруг оси цилиндра и поступательного движения вдоль обра-

зующей цилиндра (рис. 7.9). 

 

P P

 
Рис. 7.9 

Шаг винтовой линии (Р) – расстояние между двумя ее соседними витками в 

направлении, параллельном оси. Для построения цилиндрической винтовой линии де-

лим окружность основания цилиндра и шаг Р винтовой линии на равное число частей 

(12). Определяем соответствующие фронтальные проекции перемещаемой точки (А0, А1, 

…, А0) и соединяем их плавной кривой. 

Горизонтальная проекция цилиндрической винтовой линии – окружность, а фрон-

тальная – синусоида. Разверткой цилиндрической винтовой линии (А0, А1, А2, …, А0) яв-

ляется прямая. 
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Угол  – угол подъема винтовой линии:  
R

P




2
tg . 

 

Рис. 7.10 

 

Различают правые и левые винто-

вые линии. У правой подъем слева вверх 

направо, у левой – справа вверх налево. 

Коническая винтовая линия 

(рис. 7.10) – пространственная кривая, ко-

торая образуется на поверхности конуса 

вращения в результате двойного равномер-

ного движения точки – вращения вокруг 

оси конуса и поступательного движения 

вдоль образующей конуса. 

Шаг конической винтовой линии 

(Р) – величина прямолинейного перемеще-

ния точки в направлении оси конуса при 

полном обороте вокруг оси. 

Для построения проекций кониче-

ской винтовой линии разделим окружность 

основания конуса и шаг Р на равное число 

частей (12). Проводим проекции образую-

щих конуса и определим на них положение 

соответствующих проекций точек А0, А1, 

А2, …, А0  и соединим их плавной кривой. 

Горизонтальная проекция винтовой 

линии – спираль Архимеда, а фронталь-

ная – затухающая синусоида (синусоида с 

уменьшающейся амплитудой).  

 

 

 

7.3. Образование и классификация кривых поверхностей 

Различают три основных способа задания поверхности: 

 аналитический (поверхность задается уравнением); 

 каркасный (поверхность задается совокупностью точек или линий); 

 кинематический (поверхность образуется непрерывным перемещением в про-

странстве какой-либо линии поверхности). 

В начертательной геометрии в основном рассматривается кинематический способ 

образования поверхности. 

Перемещающаяся в пространстве линия или поверхность, которая при движении 

может сохранять или изменять свою форму, называется образующей. 

Закон перемещения образующей обычно определяется другими линиями (иногда 

точками), называемыми направляющими, по которым скользит образующая при своем 

движении, а также условием  движения образующей. 

Совокупность геометрических элементов и условий, которые определяют по-

верхность в пространстве, называют определителем.  

Следует отметить, что одна и та же поверхность может быть получена различны-

ми способами. Например, цилиндрическую поверхность получают в результате переме-
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щения прямолинейной образующей по кривой направляющей или движением кривой 

образующей по прямолинейной направляющей. 

Для большей наглядности изображения поверхностей в ряде случаев используют 

ее очерк – границы видимости на плоскостях проекций. Очерк проекции получается при 

пересечении с плоскостью проекций проецирующей поверхности, обертывающей дан-

ную. Например, очерком сферы является окружность радиуса, равного радиусу сферы. 

В зависимости от формы образующей поверхности разделяются на линейчатые 

(образующая – прямая линия) и нелинейчатые (криволинейная образующая). 

Линейчатые поверхности называются развертывающимися, если их можно сов-

местить с плоскостью без разрывов и складок. Неразвертывающиеся поверхности не 

могут быть совмещены с плоскостью без наличия разрывов и складок. 

Поверхности с постоянной образующей – поверхности, образующая которых не 

изменяет своей формы при образовании поверхности. Поверхности с переменной обра-

зующей – поверхности, образующая которых изменяется при образовании поверхности. 

В зависимости от формы образующей и закона ее перемещения в пространстве 

поверхности можно условно разделить на группы, указанные на рис. 7.11. 
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Рис. 7.11 

7.4. Линейчатые поверхности 

Цилиндрическая поверхность (рис. 7.12) образуется движением прямой линии l 

(образующей), пересекающей кривую линию m (направляющую) и имеющей постоянное 

направление S. 

Коническая поверхность (рис. 7.13) образуется движением прямой линии l (обра-

зующей), пересекающей кривую m (направляющую) и проходящей во всех своих поло-

жениях через неподвижную точку S (вершину конической поверхности). 

При задании цилиндрических и конических поверхностей на чертеже в качестве 

направляющей часто используют линию пересечения поверхности с одной из плоско-

стей проекций. 

На рис. 7.12 показано построение линии пересечения заданной цилиндрической 

поверхности с горизонтальной плоскостью проекций. Образующая l (l1, l2, l3, l4) при сво-

ем движении, пересекаясь с плоскостью проекций 1, дает точки М1, М2, М3, М4. Кривая, 

проведенная через эти точки, является линией пересечения (следом) цилиндрической 

поверхности с плоскостью проекций 1. 
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На рис. 7.13 показано построение линии пересечения конической поверхности с 

горизонтальной плоскостью проекций.  

x
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l l
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l
l

l

l

l l
l

 
                       Рис. 7.12                                                                          Рис. 7.13 

Цилиндрическая поверхность является частным случаем конической, у которой 

вершина S удалена в бесконечность. 

Торсовая поверхность (поверхность с ребром возврата) образуется движением 

прямолинейной образующей l (во всех своих положениях касающейся некоторой про-

странственной кривой m  (рис. 7.14). 

Образующая занимает положения l1, l2, l3, l4, l5 касательно  кривой m (ребра воз-

врата) в точках А1, А2, А3, А4, А5. 

Коническую и цилиндрическую поверхности можно рассматривать как частные 

случаи торса, когда ее ребро возврата вырождается в точку (конечную или бесконечно 

удаленную).  

 

 

Рис. 7.14 

 

Цилиндрическая, коническая и тор-

совая поверхности являются развертыва-

ющимися. 

Поверхности с плоскостью паралле-

лизма (поверхности Каталана) образуются 

движением прямолинейной образующей, 

параллельной некоторой заданной плоско-

сти (плоскости параллелизма) и пересека-

ющей две заданные линии (направляющие). 

Цилиндроид (рис. 7.15) получают 

движением прямолинейной образующей l 

(l1, l2, l3, l4) по двум криволинейным 

направляющим m и n, причем во всех по-

ложениях образующая остается параллель-

ной плоскости параллелизма 1. 

Коноид (рис. 7.16) образуется движением прямолинейной образующей l (l1, l2, l3, l4) 

по двум направляющим, из которых одна m – кривая, а другая n – прямая. При этом во 

всех положениях образующая остается параллельной плоскости параллелизма 1 

(направляющая n – горизонтально-проецирующая). 
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Рис. 7.16 

Косая плоскость (гиперболический параболоид) образуется движением прямоли-

нейной образующей l (l1, l2, l3, l4) по двум  направляющим – скрещивающимся прямым 

линиям (m и n) – параллельно плоскости параллелизма 1 (рис. 7.17). 

m''

m

m'

n''

n'

n

   
                              а                                                                                              б 
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Рис. 7.17 

При пересечении косой плоскости плоскостями кроме прямых линий могут по-

лучиться параболы и гиперболы, чем и объясняется ее название – гиперболический па-

раболоид. 

Поверхности с плоскостью параллелизма имеют применение в архитектуре, 

строительстве, в конструировании технических форм. 

Винтовые поверхности получаются винтовым перемещением образующей ли-

нии. 

Линейчатые винтовые поверхности (образующая – прямая линия) называются 

геликоидами. 

Прямой геликоид (рис. 7.18) образуется движением прямой, которая пересекает 

винтовую линию, а также ось винтовой линии і под прямым углом. 

Поскольку образующая перпендикулярна оси винтовой линии, то она парал-

лельна плоскости проекций 1.  Поэтому другое название прямого геликоида – винто-

вой коноид. 

Косой геликоид (рис. 7.19) образуется движением прямой, которая пересекает 

винтовую линию и ось винтовой линии і под постоянным углом, не равным 90

. 

 
 
                  Рис. 7.18                                                                           Рис. 7.19 

Кривая пересечения поверхности косого геликоида плоскостью  ('') перпен-

дикулярной оси винтовой линии – спираль Архимеда. Поэтому другое название косого 

геликоида – Архимедов геликоид. 

Образующая косого геликоида пересекает ось винтовой линии  і под углом  

(рис. 7.19). Для определения фронтальных проекций образующих может быть исполь-

зован направляющий конус, образующие которого составляют с осью і угол . Фрон-

тальный очерк поверхности косого геликоида ограничен фронтальной проекцией вин-

товой линии и кривыми, огибающими ряд положений образующей линии. 
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Винтовой торс (рис. 7.20) – поверхность с ребром возврата, которым является 

цилиндрическая винтовая линия. Эта поверхность образуется перемещением прямоли-

нейной образующей, во всех своих положениях касающейся цилиндрической винтовой 

линии. 

Поскольку это поверхность развертываемая, то другое ее название – разверты-

ваемый геликоид. 

Кривая пересечения поверхности винтового торса поверхностью  (''), перпен-

дикулярной оси винтовой линии і – эвольвента окружности. Отсюда и другое ее назва-

ние – эвольвентный геликоид. 

Прямолинейная образующая, касаясь винтовой линии в точках 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 

8, пересекается с горизонтальной плоскостью проекций в точках М1, М2, М3, …, М8 и 

образует с ней постоянный угол , равный углу подъема винтовой линии. 

Если прямолинейная образующая скользит по винтовой линии, а с плоскостью 

1 образует угол, не равный углу подъема винтовой линии, то образуется конволютный 

геликоид. 

Винтовой цилиндроид (рис. 7.21) образуется движением прямолинейной обра-

зующей по двум криволинейным направляющим (винтовым линиям m и n), причем во 

всех положениях образующая остается параллельной плоскости параллелизма 1. 

 

 

                               Рис. 7.20                                                                                                 7.21  

 

Геликоиды имеют широкое применение в технике (различные профили резьб, 

рабочие поверхности червяков червячных передач, червячные фрезы, винтовые транс-

портеры и пр.) и в строительстве (винтовые лестницы и винтовые въезды, откосы 

насыпи и выемки полотна железной дороги на кривой с подъемом). 
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7.5. Поверхности вращения     

Поверхность вращения (рис. 7.22) получается вращением прямолинейной или 

криволинейной образующей l вокруг неподвижной прямой i – оси поверхности. За ось 

вращения обычно принимается вертикальная прямая. Каждая точка образующей 

(например, точка А) описывает при своем вращении окружность с центром на оси i. Эти 

окружности называются параллелями. Наибольшая из этих параллелей – экватор, 

наименьшая – горло. 

 

Рис. 7.22 

Плоскости, проходящие через ось 

вращения, пересекают поверхность по ме-

ридианам. Меридиан, расположенный в 

плоскости, параллельной 2, называется 

главным. 

Поверхность вращения называют 

закрытой, если криволинейная образую-

щая пересекает ось поверхности в двух 

точках. Если образующая – прямая линия, 

то получается линейчатая поверхность 

вращения, если кривая – нелинейчатая. 

Замкнутую область пространства 

вместе с ее границей (поверхностью) 

называют геометрическим телом. 

Цилиндр вращения (рис. 7.23) образуется вращением прямой l вокруг параллель-

ной ей оси i. Все точки образующей l (например, точка А) описывают окружности (па-

раллели), равные окружностям оснований цилиндра. 

Конус вращения (рис. 7.24) образуется вращением прямой l вокруг пересекаю-

щейся с ней оси i. Все точки образующей l описывают окружности различных радиусов 

(для точки А – радиус Ra). Величина радиуса изменяется от нуля до радиуса окружно-

сти основания конуса. 

 

             

             Рис. 7.23                                                                      Рис. 7.24 

 

Однополостный гиперболоид вращения (рис. 7.25) образуется вращением пря-

мой l вокруг скрещивающейся с ней оси i. Точки образующей l описывают окружности 

переменных радиусов (для точки А – радиус Ra). Радиус параллели наименьшего радиу-

са (горла) равен кратчайшему расстоянию между образующей l и осью i. 



 85 

                

Рис. 7.25 

 

Сфера (рис. 7.26) образуется вращением окружности вокруг ее диаметра. Точки 

образующей окружности описывают окружности переменных радиусов. Точка А опи-

сывает параллель наибольшего радиуса (экватор). Для сферы экватор и меридианы – 

равные между собой окружности. 

                 

Рис. 7.26 

 

 

 

 
 

Рис. 7.27 

 

Тор (рис. 7.27) образуется вращени-

ем окружности вокруг оси i, лежащей в 

плоскости окружности, но не проходящей 

через ее центр. В зависимости от взаимно-

го расположения образующей окружности 

и оси вращения различают: 

а) открытый тор (круговое кольцо) 

(рис. 7.28, а), 1
R

r ;  

б) замкнутый (рис. 7.28, б), 1
R

r ;  

в) самопересекающийся (рис. 7.28, в), 

1
R

r .  

 

Внутреннюю часть открытого тора в технике называют глобоидом (рис. 7.29). 

Пример применения – глобоидная червячная передача. 
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Рис. 7.28 

 

Эллипсоид вращения образуется вращением эллипса вокруг его оси. При враще-

нии эллипса вокруг его большой оси получается вытянутый эллипсоид (рис. 7.30, а), 

при вращении вокруг малой – сжатый эллипсоид (рис. 7.30, б). Для эллипсоида враще-

ния меридианом является эллипс. 
 

                      

                                                                                 а                                              б 

 

                                        Рис. 7.29                                                                        Рис. 7.30 

Однополостный гиперболоид вращения (рис. 7.31) образуется вращением гипер-

болы вокруг ее мнимой оси. 

Двуполостный гиперболоид вращения (рис. 7.32) получается вращением гипер-

болы вокруг ее действительной оси. 

                             
                             Рис. 7.31                                                                    Рис. 7.32 
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Меридианами гиперболоидов вращения являются гиперболы. 

Параболоид вращения (рис. 7.33) образуется вращением параболы вокруг ее оси. 

Меридианом параболоида вращения является парабола. 

 

              
Рис. 7.33 

Поверхности вращения: цилиндр, конус, однополостный гиперболоид – являют-

ся также и линейчатыми поверхностями. 

Тор является поверхностью четвертого порядка, что соответствует максималь-

ному числу точек пересечения поверхности с прямой линией. Все остальные перечис-

ленные выше поверхности вращения являются поверхностью второго порядка. 

 

7.6. Циклические и каркасные поверхности 

 

 

 

 

i

 
 

Рис. 7.34 

Циклическая поверхность образу-

ется окружностью постоянного или пере-

менного радиуса при ее произвольном 

движении. 

Каналовая поверхность образуется 

движением окружности переменного ра-

диуса вдоль кривой направляющей, при-

чем плоскость образующей окружности 

остается перпендикулярной к заданной 

направляющей, по которой движется 

центр окружности. Если радиус образую-

щей окружности постоянен, то такая кана-

ловая поверхность называется трубчатой. 

Когда направляющей кривой явля-

ется  цилиндрическая винтовая линия, об-

разуется трубчатая винтовая поверхность 

(рис. 7.34). Она может быть получена  и  

движением сферы постоянного диаметра, 

центр которой перемещается  по 

цилиндрической винтовой линии. Примером такой поверхности является поверхность 

цилиндрической пружины с круглым сечением витков. 

Каркасными называют поверхности, заданные некоторым числом линий; каркас 

поверхности может быть получен линиями пересечения ее плоскостями, параллельны-

ми плоскостям проекций. 

Примером каркасных поверхностей могут служить поверхности корпусов судов, 

самолетов, автомобилей. К разряду каркасных поверхностей относится и топографиче-

ская поверхность. Она изображается совокупностью горизонталей, т. е. линий, получа-

емых в сечении земной поверхности  горизонтальными плоскостями. 
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7.7. Построение точек, лежащих на геометрических телах и поверхностях 

Точка принадлежит поверхности в том случае, когда она находится на линии, 

принадлежащей этой поверхности. В качестве таких линий могут быть выбраны обра-

зующие, параллели, меридианы и др. Поверхность цилиндра вращения (рис. 7.35) является 

горизонтально-проецирующей, образующие цилиндра перпендикулярны горизонтальной 

плоскости проекций, вследствие чего  поверхность цилиндра проецируется на эту плоскость 

окружностью. 

l

A

l

l

l

l

l2

l l

 

Рис. 7.35 

Горизонтальные проекции точек А и В (А' 
 
и В' ) лежат на окружности. Профиль-

ные проекции этих точек А''' и В'''
  
находятся при помощи линий. 

Очерковые образующие цилиндра разделяют фронтальную и профильные про-

екции на видимую и невидимые части. Так, образующие l1 и l2 делят цилиндрическую 

поверхность на видимую спереди и невидимую, образующие l3 и l4 – на видимую слева 

и невидимую. Невидимые проекции точек указаны в скобках. 

Конус вращения является также и линейчатой поверхностью, поэтому для по-

строения точек на его поверхности можно использовать и образующие и параллели. 

На рис. 7.36, а показано построение горизонтальной А' и профильной А''' проек-

ций точки А по заданной фронтальной проекции А".  

 
                             а                                                                                            б                          

Рис. 7.36 
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Если задана горизонтальная проекция В'
 
 точки В, то построение начинается с 

проведения горизонтальной проекции S' 2'
 
образующей S2, на которой находится точ-

ка В. Определив фронтальную проекцию S'' 2''
 
этой образующей, по линиям связи 

находим фронтальную проекцию В''
 
 точки В, а затем и профильную В'''. 

Образующие l1 и l2  разделяют коническую поверхность на видимую спереди и 

невидимую, а образующие l3 и l4 – на видимую слева и невидимую. 

Проекции В'' и В'''
 
находятся на невидимой части конуса. Горизонтальная про-

екция поверхности конуса является видимой. 

На рис. 7.36, б показано построение недостающих проекций точек А и В при по-

мощи параллелей. Через заданные проекции А'' и В' проводятся проекции m''1 и m2'  па-

раллелей m1 и m2.  Используя точки 1 и 2, лежащие на очерковых образующих, опреде-

лим положение проекций m'1 и m''2  проведенных параллелей. По линиям связи найдем 

положение проекций А' и А'''
 
 точки А и проекций В'' и В''' точки В. 

На рис. 7.37 приведены проекции сферы, которые ограничены экватором K, 

фронтальным меридианом m и профильным n. Каждый из них проецируется на соот-

ветствующую плоскость проекций в натуральную величину (окружность), на осталь-

ные – в виде отрезков прямых длиной, равной диаметру сферы. На этом же рисунке по-

казано построение недостающих проекций точек А, В и С по заданным фронтальным 

проекциям этих точек. Точка А находится на экваторе K, точка В – на фронтальном ме-

ридиане m, точка С – на  профильном меридиане n. Недостающие проекции определяют-

ся при помощи линий связи (проведение линий связи на рисунке показано стрелками). 

 

m'

n'

m" n n''' m'''

1

l'

 
Рис. 7.37 

Экватор K разделяет сферу на видимую (верхняя половина) на горизонтальной 

проекции и невидимую части. Фронтальный меридиан m разделяет сферу на видимую 

(ближняя половина) и невидимую части на фронтальной проекции. 

Профильный меридиан n разделяет сферу на видимую (левая половина) и неви-

димую части на профильной проекции. 

Так, на рис. 7.37 горизонтальная проекция С'
 
 точки С невидимая (взята в скоб-

ки), так как находится на нижней (невидимой) половине сферы. На поверхности сферы 
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можно провести множество параллелей, параллельно соответствующим плоскостям 

проекций. Эти параллели используются для построения проекций точек на сфере. 

По данной фронтальной проекции D'' точки D найдена горизонтальная D' как 

принадлежащая горизонтальной параллели l. Для построения горизонтальной проекции 

l' использована точка 1, принадлежащая фронтальному меридиану. Профильная проек-

ция D''' точки D построена при помощи линий связи и находится на невидимой (правой 

половине) части сферы.  

 

 

1"
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i"

2

l
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l2n

 

Рис. 7.38 

 

 

 

 

 

 
 

 

На рис. 7.38 представлены проек-

ции открытого тора (кругового кольца), 

полученного вращением окружности ра-

диуса r вокруг оси i. Проекции экватора 

обозначены k, горла –  m, крайних парал-

лелей – n1  (верхняя) и  n2 (нижняя). Стрел-

ками на рисунке показано построение 

фронтальных проекций точек А, В, С по 

заданным горизонтальным, расположен-

ных соответственно на экваторе k, горле   

m, и крайней (верхней) параллели n1. 

Для построения горизонтальной 

проекции D' точки D  через фронтальную 

проекцию D''
 
проведена фронтальная про-

екция l''1 параллели l1. Горизонтальная 

проекция l'1 параллели l1 построена при 

помощи точки 1, лежащей на образующей 

окружности. Горизонтальная проекция 

точки D' найдена при помощи линий связи 

как принадлежащая параллели l1. 

Для построения фронтальной про-

екции точки Е (по заданной горизонталь-

ной), лежащей на внутренней части тора 

(рис. 7.38), использована параллель l2. 

Фронтальная проекция этой параллели 

строится при помощи точки 2, принадле-

жащей образующей окружности. Экватор 

k разделяет тор на видимую (верхняя по-

ловина) и невидимую части на горизон-

тальной проекции. На фронтальной проек-

ции видимой является ближняя наружная 

часть открытого тора. 

 

7.8. Примеры решения задач  

Задача 1. Построить недостающие проекции линий, принадлежащих поверхно-

сти сферы (рис. 7.39). 

 Решение. На рис. 7.39 задана горизонтальная проекция линий АВ и ВС, находя-

щихся на поверхности сферы. Любая плоская кривая сферы является окружностью. Так 

как линия АВ – фронтальная параллель, то фронтальная проекция ее – дуга А''1''В'', а 

профильная – прямая А'''1'''В'''
. 
 Точки А и В расположены на экваторе сферы.  Кривая 

ВС также является частью окружности, но на фронтальную и профильную плоскости 

проекций она проецируется в виде эллиптических кривых. Построение проекций этих 

кривых сводится к построению отдельных точек (2, 3, 4, 5, 6), для нахождения которых 
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использованы вспомогательные фронтальные параллели (см. построение точки В на 

рис. 7.37). Точка С принадлежит экватору сферы. 

 Профильные проекции точек определяются при помощи линий связи. Получен-

ные точки соединены плавной кривой. 

Видимые части проекций кривых  расположены на видимых полушариях сферы. 

 

A

1

 

Рис. 7.39 

Задача 2. Построить недостающие проекции линии, принадлежащей поверхно-

сти открытого тора (рис. 7.40). 
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Рис. 7.40 

Решение. На рис. 7.40 задана фронтальная проекция линии АВ, находящейся на 

поверхности части открытого тора, полученного вращением образующей окружности l 
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вокруг фронтально-проецирующей оси i. Линия АВ является плоской кривой, для по-

строения недостающих проекций которой следует построить ряд точек (А, В, 1, 2, 3), 

принадлежащих этой кривой. 

Построение точек на поверхности тора приведено на рис. 7.38. Точка А находит-

ся на экваторе, точка В – на горле, а точка 1 – на крайней (ближней) параллели тора. 

Поэтому горизонтальные проекции этих точек определяются при помощи линий связи. 

Для построения горизонтальных проекций 2', 3' точек 2 и 3 приведены фрон-

тальные проекции параллелей, проходящих через эти точки (дуги окружностей). Для 

построения горизонтальных проекций этих параллелей использованы точки 21 и 31, ле-

жащие на образующей окружности l. 

Профильные проекции точек кривой определяются при помощи линий связи. 

Полученные проекции точек соединяются плавной кривой. Видимыми проекци-

ями кривой являются те участки, которые расположены на видимых частях тора.  
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Рис. 7.41 

 

Задача 3. Построить фронтальную 

проекцию линии АВ, принадлежащую по-

верхности коноида (рис. 7.41). 

Решение. На рис. 7.41 задана го-

ризонтальная проекция линии АВ, принад-

лежащей поверхности коноида. Коноид 

определяется двумя направляющими – m 

(кривая) и n (прямая), и плоскостью па-

раллелизма  (горизонтально-про-

ецирующая плоскость). 

Линия АВ является плоской кривой, 

для построения фронтальной проекции 

которой следует определить фронтальные 

проекции ряда точек (А, 1, 2, 3, В). 

Фронтальные проекции А'' и В'' то-

чек А и В определяются при помощи ли-

ний связи как принадлежащие направля-

ющим m и n.  

Фронтальные проекции 1'', 2'', 3'' точек 1, 2, 3 определяются при помощи обра-

зующих l1, l2, l3. Горизонтальные проекции этих образующих проходят через проекции 

1', 2', 3' точек 1, 2, 3 параллельно плоскости параллелизма . 

Фронтальные проекции образующих 1'', 2'', 3''
  

определяются с использованием 

точек 11, 12, 21, 22, 31, 32, которые принадлежат направляющим m и n. 

Полученные фронтальные проекции точек А'', 1'', 2'', 3'', В'' соединяются плав-

ной кривой.                                    

                            7.9. Вопросы для контроля 

1. Перечислите плоские лекальные кривые. 

2. Как образуется цилиндрическая винтовая линия? 

3. Перечислите линейчатые поверхности (развертывающиеся и неразвертыва-

ющиеся). 

4. Как образуются поверхности с плоскостью параллелизма (цилиндроид, ко-

ноид, косая плоскость)? 

5. Как образуются линейчатые винтовые поверхности (геликоиды)? Дайте им 

название. 

6. Как образуются поверхности вращения? 

7. Перечислите линейчатые поверхности вращения. 

8. Перечислите нелинейчатые поверхности вращения. 

9. Как образуется поверхность тора? Назовите его разновидности. 
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