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ЛЕКЦИЯ 10 

Глава 12 

ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВРАЩЕНИЯ 
 

Линия пересечения двух поверхностей вращения в общем случае представляет 

пространственную кривую, которая может распадаться на две и более части. Эти части 

могут быть, в частности, и плоскими кривыми, и даже прямыми линиями. 

Линию пересечения поверхностей обычно строят по ее отдельным точкам. Точки 

подразделяются на характерные (опорные) и промежуточные (случайные). 

Общим способом построения этих точек является способ вспомогательных секу-

щих поверхностей – посредников. При пересечении данных поверхностей вспомогатель-

ной поверхностью определяются линии пересечения ее с данными поверхностями, в пе-

ресечении этих линий получаются точки, принадлежащие искомой линии пересечения. 

Наиболее часто в качестве поверхностей-посредников применяются плоскости 

или сферы. 

 

12.1. Способ вспомогательных секущих плоскостей 

 

В качестве вспомогательных секущих плоскостей чаще всего используют плоско-

сти, параллельные одной из плоскостей проекций. Положение их выбирают такое, чтобы 

они пересекали заданные поверхности по простейшим линиям – прямым или окружно-

стям. 

Если одна из поверхностей является цилиндрической проецирующей поверхно-

стью, то построение линии пересечения упрощается, так как в этом случае одна проек-

ция линии пересечения совпадает с окружностью – проекцией цилиндра на перпендику-

лярную плоскость проекций.  

На рис. 12.1, а показано построение линии пересечения двух цилиндров враще-

ния, оси которых скрещиваются. Ось горизонтального цилиндра – профильно-

проецирующая, а ось  вертикального – горизонтально-проецирующая. 

Линией пересечения цилиндров является пространственная кривая, горизонталь-

ная проекция которой совпадает с окружностью – горизонтальной проекцией вертикаль-

ного цилиндра. Отметим на этой окружности точки, принадлежащие линии пересечения: 

опорные 1, 2, 3, 4, лежащие на крайних образующих цилиндров, и промежуточную 5. 

Точки обозначены только на одной симметричной части линии пересечения. 

Фронтальные проекции точек 1, 3, 31, лежащие на ближней, верхней и нижней 

образующих горизонтального цилиндра, определяем с помощью линий связи. 

Для построения фронтальных проекций точек 2, 21, 4, 41, 5, 51 использованы 

вспомогательные фронтальные плоскости  (') ,  ('),  ('), пересекающие оба цилин-

дра по образующим. Положение образующих вертикального цилиндра найдем по их го-

ризонтальным проекциям при помощи вертикальных линий связи. Для построения обра-

зующих горизонтального цилиндра использована его профильная проекция. 

На рис. 12.1, б приведено наглядное изображение пересекающихся цилиндров и 

вспомогательная плоскость , используемая для построения промежуточных точек 5, 51. 

Видимой частью фронтальной проекции линии пересечения является линия  

2515121, принадлежащая видимым частям обоих цилиндров. 
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Рис.12.1 

На рис.12.2, а показано построение линии пересечения конуса вращения и ци-

линдра вращения, у которых оси скрещиваются под прямым углом. 
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Линией пересечения указанных тел является пространственная кривая, фронталь-

ная проекция которой совпадает с окружностью – фронтальной проекцией цилиндра. 

Отметим на этой окружности точки линии пересечения: опорные (1, 2, 3, 4, 5, 6) и  проме-

жуточные (7, 8, 9). Точки обозначены только на одной симметричной части линии пере-

сечения. Горизонтальные проекции точек 1 и 2, лежащие на правой очерковой образую-

щей конуса, определим с помощью линий связи. Для построения горизонтальных проек-

ций точек 3 и 4 использованы вспомогательные плоскости  и . 

Плоскость  ('') пересекает цилиндр по крайней левой образующей, а конус по 

окружности (параллели) радиуса R, пересечение которых определяет горизонтальную 

проекцию 3 точки 3. 

Плоскость  (''), касающаяся цилиндра по его нижней образующей и пересека-

ющей конус по окружности соответствующего радиуса, позволяет построить горизон-

тальную проекцию 4 точки 4. 

Подобным образом с помощью горизонтальных плоскостей , ,  и 
   

находятся 

горизонтальные проекции точек 5 и 6, расположенных на ближней и дальней образую-

щих конуса, а также горизонтальные проекции промежуточных точек 7, 8, 9. 

Видимой частью горизонтальной проекции линии пересечения является  линия  

1573, принадлежащая видимой (верхней) части цилиндра. 

На рис. 12.2, б приведено наглядное изображение взаимно пересекающихся ци-

линдра и конуса и вспомогательная плоскость , используемая для построения промежу-

точной точки 7. 
 
  

На рис. 12.3, а показано построение линии пересечения полусферы с цилиндром 

вращения. Поскольку ось цилиндра перпендикулярна к горизонтальной плоскости про-

екций, то горизонтальная проекция линии пересечения совпадает с окружностью – гори-

зонтальной проекцией цилиндра. Отметим на этой окружности опорные точки линии 

пересечения A, B, C, D, E, F, G, H, K, L и промежуточные  M, N, P. 
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Точки А и В (низшая и высшая точки) расположены в горизонтально-

проецирующей плоскости , горизонтальный след-проекция  которой пройдет через 

горизонтальные проекции O и O1 осей тел вращения. Чтобы определить фронтальные 

проекции А и В этих точек, повернем плоскость  с лежащими на ней линиями сечения 

сферы и цилиндра вокруг оси сферы до фронтального положения. Новое положение об-

разующих цилиндра и контура сферы на плоскости проекций П2 дает точки 'A' и 'B' , по 

которым определяем проекции  А и В. 

Фронтальные проекции точек C и D, расположенных на фронтальном меридиане 

сферы, определим с помощью линий связи. 

Для построения фронтальных проекций опорных точек E, F, G, H, размещенных на 

крайних образующих цилиндра, и точек K, L, находящихся на профильном меридиане сфе-

ры, использованы вспомогательные фронтальные плоскости  ('),  ('),  ('),  ('),  ('). 

Фронтальные проекции промежуточных точек M, N, P построим с помощью фронтальных 

плоскостей  (') и  ('). Каждая из вспомогательных плоскостей пересекает (касается) ци-

линдр по образующим, а полусферу – по полуокружности. Так, вспомогательная плос-

кость  (') пересекает цилиндр по соответствующим образующим, а полусферу – по ду-

ге радиуса R. Пересечение фронтальных проекций указанных линий сечения и дает точ-

ки M и N. 

Найденные фронтальные проекции опорных и промежуточных точек соединяем 

лекальной кривой, обводя точки в порядке их расположения на поверхности цилиндра. 

Видимой частью фронтальных проекции является линия EMAGKNF, принад-

лежащая видимой (передней) части цилиндра. 

На рис. 12.3, б представлено наглядное изображение вспомогательной плоскости , 

используемой для построения промежуточных точек M и N   линии пересечения цилин-

дра и полусферы. 

12.2. Особые случаи пересечения 

 При пересечении между собой кривых поверхностей линиями пересечения в об-

щем случае являются пространственные кривые, которые в ряде случаев могут распа-

даться на более простые линии. Рассмотрим некоторые из этих случаев. 

1. Два цилиндра с параллельными осями и два конуса с общей вершиной пересе-

каются по образующим.  

На рис. 12.4, а изображены пересекающиеся между собой цилиндры вращения с 

параллельными осями. Линиями пересечения являются общие образующие l1  и l2. 
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На рис. 12.4, б изображены  пересекающиеся между собой наклонные конусы с 

круговыми основаниями и общей вершиной S. Линиями пересечения являются общие 

образующие  S1 и S2. 

2. Если две поверхности второго порядка описаны около третьей или вписаны в 

нее, то линия их пересечения распадается на две плоские кривые второго по-

рядка. Плоскости этих кривых проходят через прямую, соединяющую точки 

пересечения линий касания.  

На рис. 12.5 изображены пересекающиеся между собой цилиндр и конус, касаю-

щиеся сферы радиуса R. Линии касания – окружности, плоскости которых параллельны 

фронтальной и профильной плоскостям проекций. 
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Рис. 12.5 

Плоскости касания пересекаются между собой по фронтально-проецирующей 

прямой АВ. Фронтальная проекция линии пересечения – два эллипса, плоскости которых 

проходят через прямую АВ и являются фронтально-проецирующими плоскостями. 

Большие оси эллипсов – отрезки 1–2 и 3–4, а малые равны диаметру цилиндра. Горизон-

тальная проекция линии пересечения находится из условия принадлежности ее точек 

поверхности конуса. 

3. Соосные поверхности вращения (т. е. поверхности с общей осью) пересека-

ются по окружностям. 

Если ось вращения соосных поверхностей перпендикулярна к какой-либо плос-

кости проекций, то линия их пересечения проецируется на эту плоскость в виде окруж-

ности, а на другую плоскость проекций – в прямую линию. 

На рис. 12.6 даны примеры пересечения соосных поверхностей вращения (ось 

вращения перпендикулярна плоскости 1). На рис. 12.6, а приведены  цилиндр и конус, 

б  – конус и сфера,  в – две сферы,   г – сфера и тор. 

За ось сферы можно принять любой ее диаметр. Поэтому сфера, центр которой 

находится на оси поверхности вращения, пересекается с этой поверхностью по окружно-

сти. 
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На рис. 12.7 показана сфера, пересе-

кающаяся с цилиндром и конусом, оси ко-

торых параллельны  фронтальной плоско-

стью проекций. 

Плоскости окружностей, по кото-

рым пересекаются поверхности вращения, 

перпендикулярны осям поверхностей вра-

щения, вследствие чего окружности на 

фронтальную плоскость проекций проеци-

руются в виде отрезков прямых линий. 
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12.3. Способ вспомогательных сфер 

 При построении линии пересечения поверхностей вращения не всегда удается 

подобрать секущие плоскости так, чтобы они пересекали поверхности по линиям, про-

екции которых были бы прямыми или окружностями. В некоторых таких случаях в ка-

честве секущих поверхностей (посредников) целесообразно применять сферы. Этот спо-

соб основан на свойстве сферы пересекаться с любой поверхностью вращения, ось кото-

рой проходит через центр сферы, по окружности.  

 Чтобы сфера одновременно пересекала две поверхности по окружностям, про-

ецирующимся в прямые линии, необходимо выполнить следующие условия: 

 Оси поверхностей вращения должны пересекаться (точку пересечения прини-

мают за центр вспомогательных концентрических сфер). 

 Оси поверхностей вращения должны располагаться параллельно какой-либо 

плоскости проекций.  

На рис.12.8 показано построение линии пересечения двух конусов с пересекаю-

щимися осями, параллельными плоскости 2. 
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Рис. 12.8 

Анализ графического условия показывает, что для решения задачи нельзя вы-

брать секущие плоскости, пересекающие поверхности по простым линиям (прямым или 

окружностям). Так, горизонтальные или профильные плоскости пересекают один конус 

по окружностям, а другой в общем случае пересекают по гиперболам. Вместе с тем в за-

даче выполняются все условия, позволяющие применить способ сфер.  

Линия пересечения – пространственная кривая – симметрична относительно 

плоскости, образованной пересекающимися осями конусов. Фронтальные проекции 

симметричных половин совпадают и образуют кривую 2-го порядка. Точки 1 и 2, нахо-

дящиеся  в пересечении очерков конусов, очевидны. Остальные точки определены с по-

мощью вспомогательных сфер с центром в точке О – точке пересечения осей конусов. 

С помощью сферы Сф. 1 (наименьшей из всех возможных) построена крайняя ле-

вая точка фронтальной проекции линии пересечения. Эта сфера касается поверхности 

конуса с вертикальной осью по окружности радиуса R и пересекает другой конус по 

окружности радиуса R1. В пересечении этих окружностей получается фронтальная про-

екция 3. 
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 Для определения фронтальной проекции точки 4, расположенной на ближайшей 

образующей конуса с горизонтальной осью, использована сфера Сф. 2. Радиус этой сфе-

ры подобран так, чтобы окружность пересечения ее с поверхностью конуса с вертикаль-

ной осью лежала в плоскости  (). 

 С помощью сферы Сф. 3 определена фронтальная проекция 5 точки 5. Радиус 

вспомогательных сфер не должен превышать отрезка 01, так как тогда получаются 

точки вне проекций конусов. 

 Применение способа сфер позволяет построить линию пересечения поверхностей 

вращения, пользуясь только одной проекцией. 

 

12.4. Примеры решения задач 

 

Задача 1. Построить линию пересечения поверхности конуса вращения и сферы 

(рис. 12.9). 

Решение. Линия пересечения заданных поверхностей представляет собой про-

странственную кривую линию, имеющую фронтальную плоскость симметрии  (), об-

разованную пересекающимися осями конуса и сферы. 
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Рис. 12.9 

Ее горизонтальная проекция симметрична относительно , а фронтальные про-

екции симметричных половин совпадают (обозначение точек приведено лишь на одной 

симметричной половине кривой пересечения). 

 Точки 1 и 2, расположенные на очерках фронтальных проекций конуса и сферы, 

очевидны и определяются без дополнительных построений. 

 Точка 3 на экваторе сферы построена с помощью горизонтальной плоско-

сти  (), пересекающей конус по окружности радиуса R. В пересечении горизонталь-

ных проекций этой окружности и экватора сферы находится горизонтальная проекция 3 
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точки 3. Фронтальную 3  и профильную 3 проекции точки 3 определим с помощью 

линии связи. Точка 3 на горизонтальной проекции разделяет кривую на видимую и не-

видимую части. 

 Точки 4 и 5, расположенные на очерковых образующих профильной проекции 

конуса, определим с помощью профильной плоскости  (), пересекающей сферу по 

окружности радиуса R1. В пересечении профильных проекций этой окружности и очер-

ковых образующих конуса находятся профильные проекции 4 и 5 точек 4 и 5. 

С помощью линий связи определим фронтальные и горизонтальные проекции 

этих точек. 

 Так как пересекающиеся оси конуса и сферы образуют плоскость, параллельную 

плоскости 2, то наряду с секущими плоскостями можно применять и секущие сферы с 

центром в точке О. Так, для построения крайней правой точки кривой использована 

вспомогательная сфера Сф. 1, вписанная в конус (т. е. имеющая наименьший радиус). В 

пересечении фронтальной проекции окружности касания и фронтальной проекции 

окружности пересечения со сферой находится фронтальная проекция 6 точки 6.  

 Подобным образом определена точка 7, расположенная на профильном мериди-

ане сферы. Радиус R2 этой сферы взят таким, чтобы она пересекала сферу по профиль-

ному меридиану. Точка 7 на профильной проекции разделяет кривую на видимую и не-

видимую части. 

Все построенные выше точки являются опорными. 

 Промежуточная точка 8 построена с помощью горизонтальной плоскости  (). 

 На рис. 12.9 также изображены в масштабе увеличения фрагменты профильной 

проекции. 

Задача 2. Построить линию пересечения поверхности тора с цилиндром враще-

ния (рис.12.10). 
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Решение. Анализ графического условия задачи показывает, что применение спо-

соба вспомогательных секущих плоскостей в данном примере нерационально, потому 

что нельзя в общем случае подобрать секущие плоскости так, чтобы они пересекали за-

данные поверхности по простым линиям (прямым или окружностям). 

Так как оси тора и цилиндра пересекаются и параллельны фронтальной плоско-

сти проекций, то для решения задачи применим способ вспомогательных концентриче-

ских сфер с центром в точке О. Кривая линия пересечения симметрична относительно 

плоскости, образованной пересекающими осями заданных поверхностей, а фронтальные 

проекции симметричных половин совпадают. 

Точки 1 и 2, расположенные на пересечении очерков фронтальных проекций тора 

и цилиндра, очевидны. 

С помощью сферы Сф. 1, вписанной в тор (т. е. имеющий наименьший радиус), 

построена фронтальная проекция точки 3 –  крайней левой  точки кривой пересечения. 

Вспомогательная сфера Сф. 1 касается поверхности тора по окружности радиуса R и пе-

ресекает поверхность цилиндра по окружности, определяемой точками пересечения об-

разующих цилиндра сферой. В пересечении этих окружностей получается фронтальная 

проекция точки 3 (обозначение точек приведено лишь на симметричной половине кри-

вой). С помощью вспомогательных сфер Сф. 2 и  Сф. 3 построены фронтальные проек-

ции точек 4, 5, 6.   

Полученные фронтальные проекции точек соединяем плавной кривой и отмечаем 

точку 7 пересечения ее с осью цилиндра. 

Горизонтальные проекции точек кривой пересечения построены из условия при-

надлежности их соответствующим параллелям (окружностям) тора. Так точка 3 нахо-

дится на окружности радиуса R. 

Горизонтальная проекция 7, расположенная на очерковой образующей цилиндра, 

разделяет проекцию кривой на видимую и невидимую части. 

Эллипс – горизонтальная проекция основания цилиндра – построен по двум осям 

(рис. 12.10). 

 

12.5. Вопросы для контроля 

  

1. В чем заключается  общий способ построения линии пересечения одной по-

верхности другою? 

2. Как подбирают положение вспомогательных секущих плоскостей при пересе-

чении поверхностей вращения? 

3. Какие точки пересечения называются опорными (характерными)? 

4. По каким линиям пересекаются между собой: а) цилиндры с параллельными 

осями; б) конусы с общей вершиной? 

5. Какие линии получаются при взаимном пересечении двух поверхностей вра-

щения, описанных вокруг общей для них сферы или вписанных в сферу? 

6. По каким линиям пересекаются между собой соосные поверхности вращения? 

7. Какие условия должны быть выполнены для применения способа вспомога-

тельных концентрических сфер? 

 

 

 


